CORRIGE * AO. LOGIQUE, RAISONNEMENT

ET PYTHON

Corrigé des trente exercices, feuille en main

REDACTION MODELE : la copie idéale, a imiter - METHODE : la stratégie en une ligne, puis le calcul - COMMENTAIRES :

ce que la solution enseigne

I. DIRE, ECRIRE, NIER

EXERCICE 1 - APL-A0-01

Six énoncés au banc d’essai

o

N° VERDICT JUSTIFICATION

1 VRAI Le carré d’un réel est le produit de deux nombres de méme signe.

2 FAUX D’aprés I'énoncé 1, tout carré est positif ou nul : aucun réel ne convient.

1 1

3 FAUX Contre-exemple : x = > car < 3

4 VRAI Témoin : n = 0 (et n = 1 convient aussi).

5 VRAI Pour = € R donné, le témoin y = x + 1 vérifie y > .

6 FAUX Pour y € R donné, = y met '’énoncé y > x en défaut.
COMMENTAIRES

Les énoncés 5 et 6 ne different que par 'ordre. Dans le 5, le témoin y = = + 1 a le droit de dépendre de z ; dans

le 6, un méme y devrait dominer tous les réels a la fois, y compris lui-méme.
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EXERCICE 2 - APL-A0-02 * = X

Traduire, puis nier

1. @vneN ImeN m>n (letémoin m = n+ 1 convient); (b) 3z € R, 22 = z; ()
Ve € R, 22 > 0.

2. (@3dzeR, 22+1<0; B)YnEN, n?24+n+41estpremier; (c)3Ize€R, VyeR, z+y #D0.
3. (a) Au moins une fenétre de I'immeuble est ouverte. (b) Au moins un éléve de la classe n’a aucun
stylo qui fonctionne. (c) Il pleuvra demain et le match ne sera pas annulé.

COMMENTAIRES

Nier « tous », c’est affirmer « au moins un » (jamais « aucun »). Et la négation de « P = (@ » n’est pas une

implication : c’est « P et non @ », la seule ligne ot 'implication est fausse dans sa table de vérité.

EXERCICE 3 - APL-A0-03 *k = &

La question de 'ordre

1. L’énoncé (1) est VRAI : pour z € R donné, le témoin M = f(x) convient, puisque f(z) < f(z).

2. L’énoncé (2) est raux : soit M € R. Le réel x = \/|M| + 1 vérifie f(z) = [M|+1 > M. Aucun M ne
convient donc pour tous les z : la fonction carré n’est pas majorée.

3. Dans (1), le majorant peut changer avec x (majoration point par point, toujours possible) ; dans (2), un
méme majorant doit convenir pour tous les z a la fois : c’est la définition d’une fonction majorée.

4. , La solution de la question 1 n’utilise aucune propriété de la fonction carré : pour toute fonction f
définie sur R et tout = € R, le témoin M = f(x) convient.

COMMENTAIRES

Le témoin M = f(x) est 1égal parce qu'’il est choisi aprés x. C’est tout ce qui sépare un énoncé banal (1) d'une
vraie propriété de la fonction (2).

EXERCICE 4 - APL-A0-04 *k = X

Le vocabulaire de ’année

1. @IMeR, VneN u, <M; B)IYREN, upp1 2 u,; (@ Ve eR, f(—x) = f(x).

2. @QVMeR, IneN, u,>M; B)IneN w11 <u,; () IzeR, f(—z) # f(x).

3. La suite définie par Vn € N, u,, = n n’est pas majorée : soit M € R; comme les entiers ne sont pas
majorés, il existe n € N tel que n > M, et ce rang vérifie u,, > M. C’est exactement la négation écrite en
2.(a).

COMMENTAIRES

« Majorée » cache un 3V, dans cet ordre : méme piege qu’a 'exercice 3. La négation 2.(a) est la clé du chapitre
sur les limites : c’est presque la définition de « tendre vers +oo ».

MATHEMATIQUES 2
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II. L’IMPLICATION DANS TOUS SES ETATS

EXERCICE 5 - APL-A0-05 *k = X

Le tribunal des implications

o

VERDICT  JUSTIFICATION

VRAI Si z = y, on peut remplacer y par z : 22 = 22.

N°
1
2 FAUX Contre-exemple : (z;y) = (1;—1), car 1 =1 mais 1 # —1.
3 VRAI Méme substitution qu’a la ligne 1.

4

VRAI Voir ci-dessous.

METHODE Pour la ligne 4 : factoriser, puis montrer que le second facteur ne s’annule qu’en (0;0).

Soient z et y tels que 2® = y>. Alors 0 = 23 — y3 = (z — y) (2? + zy + y?) avec

2 32
Paay+y=(e+2) +2 >0,
2 4
somme nulle seulement siy = 0etz = —y/2 = 0. Si (z;y) # (0;0), le second facteur est strictement

positif, donc x = y; et si (x;y) = (0;0), alors z = y aussi.

, tandis que x? = y? n’équivaut pas a

5. D’apres les lignes 3 et 4 : ‘V(x ) ER? 2P =y = 2=y

x =y (ligne 2).

COMMENTAIRES

Le cube est injectif sur R (la fonction 2 — z% est strictement croissante), le carré ne l'est pas : c’est lui qui
oblige aux « + » dans les résolutions d’équations.

EXERCICE 6 - APL-A0-06 * = X

La chemise rouge des cosmonautes

1. Si une personne est un cosmonaute américain, alors elle porte une chemise rouge.

2. Réciproque : si une personne porte une chemise rouge, alors c’est un cosmonaute américain. Rien ne la
garantit : 'énoncé de départ ne dit rien des porteurs de chemise rouge.

3. Contraposée : si une personne ne porte pas de chemise rouge, alors ce n’est pas un cosmonaute
américain. Elle est vraie, car équivalente a ’énoncé supposé vrai.

4. (a) John porte une chemise rouge (application directe). (b) Ivan n’est pas un cosmonaute américain
(contraposée). (c) On ne peut rien conclure (ce serait la réciproque). (d) On ne peut rien conclure :
I’énoncé ne dit rien des non-cosmonautes.

COMMENTAIRES

Seuls I’énoncé et sa contraposée donnent des certitudes. Les cas (c) et (d) sont les deux erreurs classiques :

affirmer la réciproque, et nier ’hypothese pour nier la conclusion.

MATHEMATIQUES 3
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EXERCICE 7 - THE-A0-07 *k = X

Nécessaire, suffisant, équivalent

1. (a) < (b) = (la réciproque échoue : x = —3) (¢) = (la réciproque échoue : n = 2)
(d) <= (un carré est positif ou nul, et 0> = 0).

2. « x > 2 » est une condition suffisante pour « 2 > 4 »; et « 2 > 4 » est une condition nécessaire (mais
pas suffisante) pour « z > 2 ».

3.Sens <= :siu =0ouwv =0, 'un des facteurs est nul, donc uv = 0. Sens = : supposons uv = 0. Si
u = 0, c’est terminé; sinon u # 0 et v = %) = (. Dans les deux cas, u = 0 ou v = 0.

COMMENTAIRES

C’est bien I'équivalence (a) qui fonde la résolution des équations produits : le sens = garantit qu’on ne perd
aucune solution, le sens <= qu’on n’en invente pas.

EXERCICE 8 - APL-A0-08 *kk me X

Enchainer les implications

1. Soient x > 2 et y > x. Comme y > x > 2 > 0, la fonction inverse étant strictement décroissante sur
105400 :

1 1 1 1 1 1 1
0<-< =<, donc 0<-+-<s+-=1
y x 2 r y 2 2
2. |x —2| < 1équivautal < = < 3. Or, pour z # —2:
20+3 5 1
r+2 42
1 11 . 2x+3 5 9 . 2z+3 _ 9
Pourz € [1;3],ona 2 € [3;5], donc € |-;=|, puis € |=;=].Ainsi 0 < < -
vell;slonaz+2€3;5) T+ 2 [5 3]1’ T+ 2 {35] z+2 5
3. Soient a et b tels que a? + b? = 1. Alors :
(a+b)? =a®+2ab+b* =1+ 2ab et 2ab < a® +b* =1
(car (a — b)%2 > 0). Donc (a + b)? < 2, et comme la racine carrée est croissante : | |a + b| < V2.
COMMENTAIRES
Deux réflexes : réécrire un quotient sous forme 2 — %H pour lire ses variations d’un coup d’ceil, et transformer

lobjectif (ja +b| < V2 <= (a + b)? < 2) avant de calculer.

MATHEMATIQUES 4
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III. L’ATELIER DES RAISONNEMENTS

EXERCICE 9 - APL-A0-09 *k = X

Tout droit

REDACTION MODELE — LE RAISONNEMENT DIRECT

Soient n et m deux entiers impairs : il existe k € Z etl € Z tels que n = 2k + 1 et m = 2l + 1.

1. Calculons la somme : n +m =2k +1+2[+1=2(k+1+1). Comme k+ ! + 1 € Z, la somme
n + m est paire.

2. Calculons le produit :

nm=02k+1)20+1)=4kl+2k+21+1=22kl +k+1)+ 1.

Comme 2kl + k + [ € Z, le produit nm est impair.
3. Soit » un entier impair. En appliquant la question 2 avec m = n (qui est impair), le produit

n x n = n? est impair.

COMMENTAIRES

La rédaction directe type : traduire ’hypothese (I'écriture 2k + 1), calculer, faire réapparaitre la définition
dans le résultat. Noter la question 3 : réutiliser un résultat général en le spécialisant (m = n) évite tout nouveau
calcul.

EXERCICE 10 - APL-A0-10 *k m X

La chasse aux contre-exemples

1. 2 est premier et pair.
REDACTION MODELE — REDIGER UNE REFUTATION

2. L’énoncé affirme : Vo € R, V2 = z. Sa négation est : 3z € R, vz2 # x. Exhibons un témoin :

pour z = —1,
V(ED)2=vV1=14# -1
Le réel x = —1 réfute donc I'’énoncé, qui est faux. (En réalité, vz € R, V2 = |z|.)

3. Prenons f = g la fonction identité, croissante sur R. Alors fg est la fonction carré, et (fg)(—2) =4 >
0= (fg)(0) : fg n’est pas croissante sur R.

4. 6 est divisible par 3 et par 6, mais pas par 18.

5. La négation de « Vn € N, P(n) » est « 3n € N, non P(n) » : un unique témoin établit cette existence,
donc réfute 'énoncé. Le démontrer exigerait au contraire de couvrir tous les entiers, et un million de

vérifications n’en couvrent qu’un million.

MATHEMATIQUES 5
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COMMENTAIRES

Un bon contre-exemple se vérifie (le calcul /1 = 1 # —1 est écrit noir sur blanc), il ne s’affirme pas. Retenir
aussi le vrai résultat : Va2 = |x|.

EXERCICE 11 - APL-A0-11 *hkk mo X

Deux cas valent mieux qu’un

REDACTION MODELE — LA DISJONCTION DES CAS

1. Soit n € N. Distinguons deux cas, qui couvrent tous les entiers.

Cas 1 : n pair. Il existe k € N tel que n = 2k. Alors n? = 4k? : le reste de la division de n? par 4 vaut
0.

Cas 2 : n impair. 1l existe k € N tel que n = 2k + 1. Alors

n® =4k* + 4k +1=4(k*>+ k) +1,

avec 0 < 1 < 4 : le reste vaut 1.
Dans tous les cas, le reste de la division euclidienne de n? par 4 vaut 0 ou 1.

2.1000003 = 4 x 250000 + 3 : son reste par 4 vaut 3. D’aprés la question 1, ce n’est le carré d’aucun entier.
Défi. D’apreés la question 1, chaque carré contribue un reste 0 ou 1 : une somme de deux carrés a donc
pour reste 0, 1 ou 2 modulo 4, jamais 3.

COMMENTAIRES

Deux exigences de la disjonction : annoncer des cas qui couvrent tout, et pour un « reste », vérifier 'encadrement

0 < r < 4 (sans lui, écrire n? = 4q + r ne définit pas le reste).

EXERCICE 12 - APL-A0-12 *kk me X

La disjonction en action

1. Parmi les deux entiers consécutifs n et n 4+ 1, 'un est pair; parmi les trois entiers consécutifs n, n + 1,
n + 2, l'un est multiple de 3. Le produit N = n(n + 1)(n + 2) est donc pair et multiple de 3 : écrivons
N = 3m; comme N est pair et 3 impair, m est pair, m = 2¢, d'ou N = 6gq.
2.Casz>0:v224+1>1>0etz >0,lasomme est strictement positive. Cas z < 0 : V22 + 1 > V22 =
|z| = —x, donc Va2 + 1+ > 0.

3.(a)

METHODE Deux cas selon le signe de x — 3, puis discriminant; ne garder que les solutions du bon cété.

Cas x > 3 : I'équation devient 222 — z — 15 = 0, de discriminant 121 = 112, de racines 3 et —— ; seule
x = 3 vérifie z > 3. Cas x < 3 : I'équation devient 222 + z — 21 = 0, de discriminant 169 = 132, de racines

3 (rejetée) et —3 (retenue). Vérification directe : les deux valeurs conviennent.

MATHEMATIQUES 6
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3.(b)
METHODE Isoler une racine, élever au carré, et VERIFIER : Uélévation au carré n’est qu’une implication.

. S 3 [ .
L’équation impose = > ok En élevant au carré :

Vr+T=4—V22-3 = 2+7=16-8/22x—-3+2r—3
= 8/2r-3=2+6
— 64(22 —3) = 2> + 122 + 36
= 2% — 1162 + 228 = 0.

Discriminant : 12544 = 1122 ; candidats = = 2 et 2 = 114. Vérification : pour z = 2, 9+ /1 = 4 v ; pour
x =114, V121 + /225 = 26 # 4, rejeté.
S—1{2}

COMMENTAIRES

Le candidat fantdme z = 114 est la morale de I’exercice : chaque élévation au carré est un = qui peut créer
des solutions. La vérification finale n’est pas une politesse, c’est le sens < manquant (écho de I'exercice 7).

EXERCICE 13 - THE-A0-13 *hkk moe X

Prendre le probleme a rebours

REDACTION MODELE — LA CONTRAPOSEE

1. Montrons : si ab est pair, alors a est pair ou b est pair. Raisonnons par contraposée. La négation de
« @ est pair ou b est pair » est « a est impair et b est impair » (lois de De Morgan). La contraposée
s’énonce donc :

si a et b sont impairs, alors ab est impair.

C’est exactement la question 2 de 'exercice 9, déja démontrée. La contraposée étant vraie, 'implica-
tion de départ I'est aussi.

2. Contraposée : si n est impair, alors 8 divise n? — 1. Soit n = 2k + 1 avec k € N. Alors
n? —1 = 4k* + 4k = 4k(k + 1).

Le produit k(k + 1) de deux entiers consécutifs est pair : k(k + 1) = 2m, donc n? — 1 = 8m.

COMMENTAIRES

Contraposer transforme une hypothese négative (« 8 ne divise pas »), inutilisable en calcul, en hypothése positive
(« n impair ») qui s’écrit n = 2k + 1. Et nier un « ou » donne un « et » : De Morgan est le passage obligé de la

question 1.

MATHEMATIQUES 7
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EXERCICE 14 - THE-A0-14 *kk + X

L’art de 'impossible

REDACTION MODELE — LE RAISONNEMENT PAR L’ABSURDE

1. Soient 7 un rationnel et 7 un irrationnel. Supposons par 'absurde que r + i soit rationnel, et notons
r' =r+1ie Q. Alors

i=r"—r,

différence de deux rationnels, donc rationnelle. C’est contradictoire avec I’hypothese « i irrationnel ».

Donc r + ¢ est irrationnel.

2. Appliquer la question 1 4 » = 1 € Q et i = /2 (irrationnel d’aprés le cours) : 1 + /2 est irrationnel.
!

A [ . . . - , .
3. Méme schéma : siri =+’ € Q avec r € Q*, alors i = — est rationnel, contradiction. L’hypothese r # 0
T
autorise la division ; elle est indispensable, car 0 x i = 0 est rationnel.
. A o . . a . e @
Défi. Supposons qU'il existe un plus petit réel strictement positif a. Alors 3 est strictement positif et 3 <a:

contradiction avec la minimalité de a.

COMMENTAIRES

L’absurde commence toujours par écrire proprement la négation (exercices 2 et 4!), et se termine par une
contradiction explicite, nommée. Ici, la clé algébrique est la stabilité de Q par différence et quotient.

EXERCICE 15 - THE-A0-15 *hkkk + X

Le face-a-face des équivalences

1.
METHODE Tout ramener d’'un méme coté et faire apparaitre des carrés.

Soientx > 0ety >0:

+y+2
ﬁ—h/zjz% = 2Vr+2/y=x+y+2
= (z—2Vz+1)+(y—2y+1)=0
= (Va-1)+(Vg-1)1°>=0
= Vr=letJy=1 <<= z=1lety=1.

2.
METHODE Sens réciproque : calcul direct. Sens direct : quantité conjuguée, puis injectiviteé.

(<=)Siy=—a:(z+Va2+1)(—z+Va2+1)= (2> +1) -2 =1

(=) Posons g(t) =t + V> + 1, strictement positif car v/¢? + 1 > |t| > —t. La quantité conjuguée donne

1
9@ =2+ 1— 2 = g(—x). Lhypothése g(z)g(y) = 1 s’écrit donc ¢g(y) = g(—z). Or g est injective : si
g(a) = g(b), alors

(b—a)(b+a)
VPP +1+Va? +1

a—b=Vb+1-Va2+1=

MATHEMATIQUES 8
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a+b
dou (a—b) 1+
(a )( Va2 +1+ Vb2 +1

Va2 +1+4 b2 + 1, donc a = b. Ainsi y = —z, c’est-a-dire .

COMMENTAIRES

) = 0; le second facteur est strictement positif car |a+b| < |a|+]b] <

Deux outils a retenir en gras : une somme de carrés est nulle si et seulement si chaque carré est nul, et la
quantité conjuguée pour sortir d'une boucle de calculs avec racines. La question 2 illustre aussi une équivalence

prouvée par double implication, chaque sens avec son outil propre.

EXERCICE 16 - SYN-A0-16 *hkhkk o+ X

A Paveugle : choisir son arme

1. vrar (direct) : n? +n = n(n + 1), produit de deux entiers consécutifs, est pair.
2. raux (contre-exemple) : /2 et —/2 sont irrationnels (le second par l'exercice 14.3 avec r = —1), de
somme 0 rationnelle.
3. vral (contraposée, avec une disjonction dedans) : si n n’est pas multiple de 3, alors n = 3k + 1 ou
n=3k+2, et

(3k +1)% = 3(3k? + 2k) + 1, (3k +2)* =3(3k* + 4k +1) + 1,

dans les deux cas n? n’est pas multiple de 3.

4. vrar (récurrence) : initialisation, 4° +5 = 6 = 3 x 2; hérédité, 4"*! + 5 = 4(4™ + 5) — 15, somme de
deux multiples de 3. Conclusion par le principe de récurrence.

5. C’était le piege : c’est la conjecture de Goldbach (1742), vérifiée par ordinateur jusqu’a 4 x 10'®, mais
dont personne ne connait le statut. Ni preuve ni contre-exemple : aucun des six outils ne s’applique a ce
jour.

COMMENTAIRES

Choisir I'arme, c’est lire la structure logique : un « V + implication » suggére la contraposée (3), un énoncé
« pour tout n » a motif additif appelle la récurrence (4), un énoncé universel suspect se teste d’abord sur des

exemples (2). Et savoir dire « on ne sait pas » fait partie des mathématiques (5).

IV. LA RECURRENCE, PIECE MAITRESSE

EXERCICE 17 - APL-A0-17 *k = X

Premiéres marches

REDACTION MODELE — LA REDACTION CANONIQUE DE LA RECURRENCE

1
1. Pour n € N*, notons P(n) la proposition : « 1 +2+-+-+n = M ».

Initialisation. Pour n = 1 : le membre de gauche vaut 1, et

= 1. Donc P(1) est vraie.

MATHEMATIQUES 9
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Herédité. Soit n € N*. Supposons P(n) vraie, et montrons P(n + 1). En isolant la somme au rang n :

1
142+--4+n+(n+1)= % +(n+1) (hypothése de récurrence)

(n+1)(%+1

) _(+1)(n+2)

)

ce qui est exactement P(n + 1).

Conclusion. P(1) est vraie et P est héréditaire : par le principe de récurrence,

nn+1)

VneN, 1424---4n= 5

2.
METHODE Méme gabarit.

Initialisation (n = 0) : 1 = 2! — 1 v. Hérédité : en isolant la somme au rang n,

(142442742t =gntl 1 pontl —g.gntl 1 —on¥2 _

Conclusion:‘VneN, 14924 ...49n —9ntl _ 1|

COMMENTAIRES

La rédaction de la question 1 est le gabarit de ’année : nommer P(n), trois étapes titrées, I’hypothése de
récurrence citée au moment précis ol elle sert, la conclusion qui invoque le principe. Tout corrigé « éclair » de
récurrence dans la suite sous-entend ce gabarit.

EXERCICE 18 - APL-A0-18 *hkk me X

Les sommes de puissances et le carré caché

1.

METHODE Gabarit de Uexercice 17; seule Uhérédité change.

1x2x3

Initialisation : 12 = — v . Hérédité :
n(n+1)(2n +1) s (m+D)[nE2n+1)+6(n+1)] (n+1)(2n2+7n+6)
6 +r+1)" = 6 - 6
_ (n+1)(n+2)(2n + 3)

6 )
qui est la formule au rang n + 1.
1x4
v'. Hérédité :

2. Initialisation : 13 =

n?(n+1)?

5 _ (n+1)?[n*+4(n+1)] (n+1)%(n+2)?
I .

+(n+1)

4 4

3. D’apres l'exercice 17 et la question 2 :

(14+2+-+n)= =134+2°+.. +n’

<n<n2+ 1))2 _ n2(n4—|— 1)2

MATHEMATIQUES 10
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COMMENTAIRES

Dans une hérédité de somme, factoriser avant de développer ((n + 1) puis (n + 1) ci-dessus) : viser la forme
cible du rang n + 1 plut6t que tout étaler. La question 3 récolte I'identité de Nicomaque gratuitement, comme la
figure du plateau le laissait voir.

EXERCICE 19 - APL-A0-19 *kk me X

Récurrence et divisibilité

1.
METHODE Faire apparaitre Uexpression du rang n.

Initialisation : 8° — 1 =0 =7 x 0 v. Hérédité : si 8" — 1 = 7¢, alors

8"l 1 =8(8" —1)+7="7(8¢+ 1),

divisible par 7. Conclusion : ‘Vn eN, 718" -1 ‘
2. Initialisation (n =1) : 4+ 6 — 1 =9 v'. Hérédité : si 4™ + 6n — 1 = 9¢, alors

4" L 6(n+1)—1=4(4"+6n—1)—18n+9=9(4g—2n+1),

divisible par 9. Conclusion : ‘Vn eN*, 94" +6n—1 ‘

COMMENTAIRES

Le réflexe unique : écrire le rang n + 1 comme a X (rang n) + correcteur, puis vérifier que le correcteur (7, puis

—18n + 9) est lui-méme divisible. Tout le travail est dans ce correcteur.

EXERCICE 20 - APL-A0-20 *kk me X

L’inégalité de Bernoulli

METHODE Récurrence; la multiplication par 1 + x > 0 conserve linégalité.

Initialisation : (1 +z)® =1 > 1+ 0 v'. Hérédité : supposons (1 + )" > 1+ nz. Comme 1 +z > 0 :

1+2)" =0 +2)1+2)" = (1 +2)(1+n)
=1+ m+Dr+nz®>1+(n+1a,

car nz? > 0. Conclusion : ‘Vn eEN, (1+2)">21+nx ‘

COMMENTAIRES

Le point de rigueur : multiplier une inégalité par une quantité exige d’en connaitre le signe; c’est ici que

I'hypothése = € R’ travaille. Cette inégalité reviendra pour montrer que ¢" tend vers +oo quand ¢ > 1.

MATHEMATIQUES 11
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EXERCICE 21 - APL-A0-21 *kk me X

L’escalier infini

l.ug =2x1+1=3,puisus =7etuy = 15.
2. Ces valeurs sont 2™ — 1 : conjecturons Vn € N*, u,, = 2" — 1.
3.

METHODE Gabarit de lexercice 17.

Initialisation : u; = 1 = 2! — 1 . Hérédité : si u,, = 2" — 1, alors

Upp1 =2, +1=2(2" - 1)+ 1=2"" 1.

Conclusion : ‘Vn eN*, u,=2"-1 ‘

4. ugy = 264 — 1 ~ 264 = 24 x (219)6 ~ 16 x 10'® secondes. Une année compte environ 3,2 x 107 secondes,
dou 16 x 108
3Ix 107 ~ 5 x 10" années,
soit de I'ordre de 500 milliards d’années : une quarantaine de fois 'age de 'Univers. Nous pouvons dormir
tranquilles.

Défi. (a) Sid" +1=3q, alors 4" +1=4(4" +1) — 3 = 3(4q — 1) : I'hérédité est parfaitement valide.
(b) Non, jamais : montrons par récurrence que le reste de 4™ + 1 par 3 vaut toujours 2. Initialisation :
40 +1 = 2. Hérédité : si4" +1 =3q+2, alors 4" + 1 =4(3¢+2) —3=3(4¢+ 1) +2. (c) Les chevaux
du cours avaient une initialisation vraie et une hérédité cassée ; ici 'hérédité est parfaite et I'initialisation
introuvable. Les deux étapes sont indispensables : aucune ne supplée 'autre.

COMMENTAIRES

La question (b) est élégante : pour montrer qu'une propriété n’est jamais vraie, on fait... une récurrence sur son
reste. La machine qui échoue d’un coté sert de l'autre.

EXERCICE 22 - SYN-A0-22 *kk + X

La somme qui dépasse la racine

1. Pour n € N* : n2 +n > n2 > 0, et la racine carrée est croissante, donc vn2 +n > vn2 = n.
2.

1 "1
Initialisation : — = 1 > /1 v'. Hérédité : supposons — > +/n. Alors :
Vi PP ,;\/E
n+1 D)
i}\/ﬁ-&- 1 :\/ﬁ\/n—&—l—klzx/n —|—n—|—1> n+l _ Y
kzl\/E n+1 vn+1 vn+1 vn+1

n
en utilisant la question 1. Conclusion : | Vn € N*, Z ﬁ >l
k=1
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COMMENTAIRES

Architecture typique d’un sujet : la question 1 prépare I’ingrédient exact dont I’hérédité aura besoin. Au passage,
ce résultat montre que cette somme dépasse tout seuil : elle « tend vers +oo », vocabulaire du prochain chapitre.

EXERCICE 23 - THE-A0-23 *kk + X

Les formules closes des suites

1. Initialisation : up + r X 0 = ug v'. Hérédité : si w, = up + rn, alors u,+1 = u,, + 1 = up +r(n + 1).

Conclusion : ‘Vn eN, u, =ug+rn ‘

b C . . ..
2@z=ar+b <= z2z(l—a)=b < z= T la division étant licite car a # 1. Donc r = 7 .
—a —a
2.(b) Initialisation : a®(ug — 7) + r = ug v'. Hérédité : si u,, = a™(ug — r) + r, alors

Ups1 = @y +b=0a"T ug—7r)+ar+b=a""(ug—r)+r,

car r = ar + b (définition du point fixe). Conclusion : ’Vn eN, up =a"(ugp—r)+r ‘

COMMENTAIRES

Toute la magie du point fixe tient dans la ligne ar + b = r : la suite v,, = u,, — r est en réalité géométrique de
raison a. Vous reverrez ce changement de suite au chapitre suivant; ici, vous venez d’en démontrer la formule

une fois pour toutes.

EXERCICE 24 - APR-A0-24 *hkhhKk +x X

L’inégalité triangulaire généralisée

REDACTION MODELE — RECURRENCE EXPERTE : LE V VIT DANS P(n)

1. Les deux membres étant positifs, il suffit de comparer leurs carrés :

2
lz+y?=2®+2zy+y> et (lz[+|y])° = 2® +2/z|ly| + ¥

Or zy < |zy| = |z|ly|, donc |z + y|?> < (|z| + |y|)?, et la racine carrée étant croissante :
V(z;y) €R?, |z +y| < || + ]
2. Pour n > 2, notons P(n) la proposition : « pour tous réels z1, ..., Zy, |Y p_q Tx| <> py |2k ».
Initialisation. P(2) est exactement la question 1.
Heérédité. Soit n > 2 tel que P(n) soit vraie. Soient 1, . ..,z des réels quelconques. En regroupant :
n+1 n n
> | = | (Z xk> + Tng| <D zk| + |20 (question 1)
k=1 k=1 k=1
n n+1
<kl + Tl = (hypothése P(n)).
k=1 k=1

Donc P(n + 1) est vraie.
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Conclusion. Par le principe de récurrence,

Yn =2, V(zy,...,z,) € R", Zxk <
k=1 k

|z |
1

n n

COMMENTAIRES
La subtilité qui vaut cing étoiles : la récurrence porte sur n seulement, et chaque P(n) contient son propre
« pour tous réels z1,...,xz, ». Dans 'hérédité, on fixe n, jamais les ) : c’est pour cela qu’on écrit « soient

Z1,...,ZTnt+1 quelconques ». La méme structure reviendra a I'exercice 27.

V. HISTOIRES ET BELLES MATHEMATIQUES

EXERCICE 25 - SYN-A0-25 *kk me X

Le tournoi

1. po =1, p3 = 3, ps = 6; sur la figure du tournoi a 5 joueurs, on compte bien 10 segments.
2. Quand un (n + 1)-iéme joueur arrive, les matchs des n anciens sont inchangés, et il affronte chacun
d’eux une fois : soit n matchs nouveaux. D'ot Vn > 2, ppt1 = pn + n.

2x1 -1
3. Initialisation : py = 1 = x v'. Hérédité : si p, = n(nT’ alors
~n(n—1) N nn—1)+2n n(n+1) (n+1)[(n+1)—1]
Pt =79 "= 2 -T2 T 2 '
. -1
Conclusion : |Vn > 2, p, = % .
4. Le produit n(n — 1) compte les matchs vus depuis chaque joueur : n joueurs disputant chacun n — 1
. , . .. n(n—1)

matchs. Chaque match est ainsi compté exactement deux fois, une par participant. Donc p,, = —5

sans récurrence.

5. Réponse libre. Le double comptage est plus court et explique la formule (le 2 du dénominateur a un
sens) ; la récurrence est plus mécanique mais se généralise a des situations sans argument combinatoire.
Les deux sont des démonstrations completes.

COMMENTAIRES

Compter la méme chose de deux facons est une méthode de démonstration a part entiere ; vous la retrouverez
en combinatoire. Un résultat qui possede deux preuves est doublement compris.
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EXERCICE 26 - SYN-A0-26 *kk ¢+ X

La chute de la conjecture d’Euler

1.V(a;b;e;d;m) € (N, ad + 05 +¢5 + d° # mbP.

2. Négation : I(a;b;c;d;m) € (N*)°, a® + b° + ¢ + d® = m5. 1l suffit donc d’exhiber un quintuplet
vérifiant ’égalité.

3. 144° = 61917 364 224 posséde onze chiffres : une calculatrice a dix chiffres affichés arrondit, et une
égalité vérifiée sur des arrondis ne prouve rien. A la main, on peut poser les quatre puissances cinquiémes
et additionner (calcul long mais exact) ; en machine, Python calcule sur les entiers exacts (exercice 29).

REDACTION MODELE — REDIGER UNE REFUTATION HISTORIQUE
4. La conjecture affirme qu’aucune somme de quatre puissances cinquiémes d’entiers naturels non
nuls n’est une puissance cinquieme. Or le calcul exact donne

275 + 845 + 110° + 133° = 61917 364 224 = 144°.

Ce quintuplet contredit '’énoncé universel : la conjecture est réfutée.

COMMENTAIRES

Trois lignes suffisent, comme a Lander et Parkin : énoncé nié, témoin, vérification. Toute la difficulté était de
trouver le témoin; c’est le travail que 'ordinateur a fait pour eux en 1966, et que vous referez en une ligne a
I'exercice 29.

EXERCICE 27 - APR-A0-27 *hkkk ox X

Les triominos de Golomb

1. Un échiquier 2 x 2 privé d’une case, ce sont trois cases en L : exactement un triomino. Le pavage existe,
quel que soit 'emplacement du trou.

2. Initialisation : 4! — 1 =3 v/. Hérédité : si4" — 1 = 3¢, alors 4" —1=4(4" — 1) + 3 =3(4¢ + 1). Le
compte des cases a paver est donc toujours un multiple de 3 : 'obstruction de comptage disparait.

3. Le trou se trouve dans I'un des quatre quadrants. Le triomino central couvre exactement une case de
chacun des trois autres quadrants (leurs cases de coin au centre de I’échiquier). Aprés sa pose, chacun
des quatre quadrants est un échiquier de c6té 2" privé d’exactement une case : I’hypothése de récurrence
s’applique quatre fois, et la réunion des quatre pavages avec le triomino central pave 1’échiquier entier.
4. Pour n € N*, notons P(n) : « tout échiquier de c6té 2" privé d’'une case, quelle qu’elle soit, est pavable
par des triominos ». P(1) est la question 1; I'hérédité est la question 3; par le principe de récurrence, P(n)
est vraie pour tout n € N*.

COMMENTAIRES

Comme a l'exercice 24, le V (« quelle que soit la case 6tée ») vit a 'intérieur de P(n) : c’est lui qui rend 'hérédité
possible, car les trous créés par le triomino central tombent ot ils veulent. Une récurrence sans un seul calcul :
la plus belle du chapitre.
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VI. PYTHON, LE LABORATOIRE

EXERCICE 28 - APL-A0-28 *k me X

est_premier, trois versions

1. La version du cours :

1 def est_premier(n):

if n < 2:

]

return False
4 for d in range(2, n):
5 if n % 4 ==
6 return False

7 return True

2. Par l'absurde : si a > \/n et b > /n, alors ab > \/n x y/n = n, ce qui contredit ab = n. Donc a < y/n ou
b < 4/n : tout entier non premier admet un diviseur non trivial inférieur ou égal a \/n, et il suffit de tester
d < 4/n (soit range (2, int(n**0.5) + 1)).Pour n = 10007 : une centaine de tests au lieu d’environ dix
mille, gain d’un facteur 100.

3.Letestall(n % d !'= 0 for d in range(2, n)) renvoie True exactement lorsque :

n>2 et Vde[2;n—-1], din,

ce qui est la définition de « n est premier ».
4. La machine répond : | 1009 | (et I'on peut le vérifier a la main en testant les nombres premiers jusqu’a 31,
car 312 = 961 < 1009 < 1024 = 322).

COMMENTAIRES

all est un V exécutable (et any un J) : Python parle déja la langue du chapitre. Le critére y/n est un

raisonnement par I’absurde devenu optimisation.

EXERCICE 29 - SYN-A0-29 *khkk + X

La machine a contre-exemples

1. La machine n’a rien démontré : elle atteste seulement qu’aucun contre-exemple n’existe parmi le
premier million d’entiers. Vous, a l'exercice 16.4, avez démontré I'’énoncé pour tous les entiers, par
récurrence. Maxime du cours : ’ordinateur réfute ; seule la démonstration prouve.

2. 641 * 6700417 == 2%*32 + 1 renvoie True.

3. Les deux tests suivants renvoient True :

27*x5 + 84%*%5 + 110%%5 + 133%*%5 == 144%x5
95800%x4 + 217519%x4 + 414560%x4 == 422481%*4

4. Python calcule sur des entiers exacts de taille arbitraire ; une calculatrice bascule en arrondi au-dela
d’une dizaine de chiffres, et une égalité d’arrondis n’est pas une égalité.
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COMMENTAIRES
Le return None de la machine est le personnage principal : 'absence de contre-exemple sur un intervalle fini
ne dit rien du V. Syracuse, vérifiée jusqu’a 27*, attend toujours sa démonstration.

EXERCICE 30 - SYN-A0-30 *hkKk ox K

Le vol du planeur de Syracuse

1l.Poura=6: 6, 3, 10, 5, 16, 8, 4, 2, 1.

2. et 3.
1 def vol(a):
2 termes = [a]
while termes[-1] != 1:
4 u = termes[-1]
5 if u % 2 == 0:
6 termes.append(u // 2)
7 else:
8 termes.append (3*u + 1)

9 return termes

11 def temps_de_vol(a):

12 return len(vol(a)) - 1

14 def altitude_max(a):

15 return max(vol(a))

4. La machine confirme : temps_de_vol(27) renvoie 111 et altitude_max (27) renvoie 9232.
Défi. L’énoncé de la conjecture est un V portant sur une infinité d’entiers : la vérification de tous les
a < 27, aussi spectaculaire soit-elle, ne couvre qu'une partie finie des cas et ne constitue donc pas une

démonstration.

COMMENTAIRES
Noter la boucle while : elle ne termine que si le vol atteint 1... c’est-a-dire si la conjecture est vraie pour a. Faire

tourner ce programme, c’est déja parier sur Syracuse.

LA SUITE SUR LE COMPAGNON NUMERIQUE

Quelques rédactions alternatives commentées, les scripts exécutables et les réponses aux défis vous attendent

sur le compagnon numeérique.
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